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Modélisation d’une épidémie

1 Description du modèle choisi
Pour modéliser une épidémie, on partage la population entre quatre catégories : les individus sains, infectés, rétablis

(ils sont alors immunisés), et décédés. Pour tout 𝑡 ∈ ℝ, on note :
• 𝑆(𝑡) la proportion d’individus sains à l’instant 𝑡 ;
• 𝐼(𝑡) la proportion d’individus infectés à l’instant 𝑡 ;
• 𝑅(𝑡) la proportion d’individus rétablis à l’instant 𝑡 ;
• 𝐷(𝑡) la proportion d’individus décédés à l’instant 𝑡.
On suppose l’existence d’une constante 𝑐 ∈ ℝ+∗, appellée « taux de contagion », telle que 𝑆′ = −𝑐𝑆𝐼 (le nombre de

nouveaux infectés est proportionnel à 𝑆 × 𝐼, lui-même proportionnelle à la probabilité qu’un individu sain entre en
contact avec un porteur).

Pour les autres fonctions, on suppose qu’il existe deux constantes 𝑑 et 𝑟 telle que

∀𝑡 ∈ ℝ,

⎧
{
{
⎨
{
{
⎩

𝑆′(𝑡) = −𝑐𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)
𝐷′(𝑡) = 𝑑𝐼(𝑡)
𝑅′(𝑡) = 𝑟𝐼(𝑡)
𝐼′(𝑡) = 𝑐𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) − (𝑑 + 𝑟)𝐼(𝑡)

. (1)

On notera 𝑡0 l’instant de début de la simulation. On suppose 𝐼(𝑡0) > 0, 𝑆(𝑡0) > 0, 𝑅(𝑡0) > 0, 𝐷(𝑡0) > 0 et
(𝑆 + 𝐼 + 𝑅 + 𝐷)(𝑡0) = 1.

On propose de programmer cette modélisation dans la partie 3. Dans la partie 4 on verra comment déterminer
les paramètres 𝑐, 𝑑, 𝑟 ci-dessus à partir des données expérimentales. La partie 2 prouve quelques résultas simples qui
seront nécessaires à 4.

Les deux dernières parties sont indépendantes. Dans 5, axée sur la programmation, on joue un peu avec le modèle.
Quant à 6, elle propose une analyse mathématique du sytème pendant laquelle on verra dans quel cas se produit le
fameux pic épidémique.

2 Un peu de maths
Ce système n’est pas résoluble analytiquement, ce qui signifie qu’on ne sait pas donner une formule utilisant

uniquement les fonctions usuelles. Voyons ce que nous pouvons en dire néammoins.
Pour simplifier les formules, on prend ici 𝑡0 = 0.
1. Vérifier que 𝑆 + 𝐼 + 𝐷 + 𝑅 est constant, et préciser sa valeur.
2. Au début de l’épidémie, on suppose 𝐷, 𝐼 et 𝑅 négligeables devant 𝑆, donc 𝑆 équivaut à 1.

Calculer 𝐼.
solution : ∀𝑡 ∈ ℝ, 𝐼(𝑡) = 𝐼(𝑡0) e(𝑐−𝑟−𝑑)(𝑡−𝑡0).

3. Montrer que 𝐷 est proportionel à 𝑅.
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3 Euler

Pour tout 𝑡 ∈ ℝ, on note 𝑋(𝑡) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑆(𝑡)
𝐷(𝑡)
𝑅(𝑡)
𝐼(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. Le vecteur 𝑋(𝑡) sera enregistré par un tableau numpy dans Python.

On rappelle que la méthode d’Euler est basée sur un développement limité d’ordre 1 : pour tout 𝑡 ∈ ℝ+, on a :

𝑋(𝑡 + d𝑡) =
d𝑡→0

𝑋(𝑡) + d𝑡𝑋′(𝑡) + 𝑂(d𝑡2)

Cette formule permet, une fois choisie une valeur pour d𝑡, de calculer par récurrence des valeurs approchées des
(𝑋(𝑡0 + 𝑖d𝑡))

𝑖∈ℕ
.

1. Pourquoi le type ndarray des tableaux numpy pour enregistrer 𝑋 ?
2. Écrire une fonction Xprime qui prend 𝑋(𝑡), 𝑐, 𝑟, et 𝑑 et qui renvoie 𝑋′(𝑡).
3. En déduire une fonction euler pour simuler l’évolution de 𝑆, 𝐼, 𝑅, 𝐷.

Attention : la commande += utilisée sur un tableau numpy fera muter ce tableau. Ceci peut avoir des conséquences
dérangeantes que je vous laisse découvrir.

Le programme dessin du fichier bib_épidémies permet de tracer les courbes issues de cette modélisation.

4 Détermination des paramètres
4.1 r et d

Les paramètres 𝑟 et 𝑑 ne sont pas connus. En revanche, on connait la durée moyenne de la maladie, ainsi que son
taux de mortalité. Voyons comment déduire les premiers des suivants.

1. Notons 𝑚 le taux de mortalité (qu’on suppose à peu près connu) de la maladie. C’est le rapport à la fin de
l’épidémie du nombre de morts sur le nombre total de malades. Donner une formule liant 𝑚, 𝑟 et 𝑑. Indication :

(a) Montrer que 𝐷
𝑅 est une constante, et la préciser.

(b) Pour calculer 𝑚, se placer lorsque l’épidémie est finie, c’est-à-dire lorsque 𝐼 ≈ 0. À ce moment, 𝑚 = 𝐷
𝐷+𝑅 .

solution :
2. On constate que 𝐷′ = 𝑑

𝑟 𝑅′, donc il existe une constante 𝑘 ∈ ℝ telle que ∀𝑡 ∈ ℝ, 𝐷(𝑡) = 𝑑
𝑟 𝑅(𝑡) + 𝑘. Mais comme

𝐷(0) = 0 = 𝑅(0), on déduit 𝑘 = 0.
3. À la fin de l’épidémie, 𝐼 est à peu près nul, le nombre total de personnes ayant eu la maladie est 𝐷 + 𝑅, et le nombre de

morts est 𝐷. Ainsi, 𝑚 = lim𝑡→0
𝐷(𝑡)

𝐷(𝑡)+𝑅(𝑡) , en admettant que 𝑙𝑖𝑚𝑡→∞𝐼(𝑡) = 0.

Mais pour tout 𝑡 ∈ ℝ+, 𝐷(𝑡)
𝐷(𝑡)+𝑅(𝑡) = 𝑑/𝑟

𝑑/𝑟 + 1
= 𝑑

𝑑+𝑟 . Ainsi, 𝑚 = 𝑑
𝑑+𝑟 .

4. Supposons ici que 𝑐 = 0 : on étudie une situation où aucun nouvel individu est infecté, et on va calculer la durée
moyenne de la maladie.
(a) Calculer alors 𝐼.

solution : On a 𝐼 ′ = −(𝑑 + 𝑟)𝐼, qui est une brave EDL1, donc ∀𝑡 ∈ ℝ+, 𝐼(𝑡) = 𝐼(0) e−(𝑑+𝑟)𝑡.
(b) La durée moyenne de la maladie, notée 𝜏, est 1

𝐼(𝑡0) ∫∞
𝑡0

−𝑡𝐼′(𝑡)d𝑡. En effet, penser que −𝐼′(𝑡)d𝑡 représente le

nombre de personnes pour lesquelles la maladie a duré entre 𝑡 et 𝑡 + d𝑡. Donc −𝐼′(𝑡)d𝑡
𝐼(0) est la probabilité que

la maladie dure entre 𝑡 et 𝑡 + d𝑡. On reconnaît alors un calcul d’espérance.
L’intégrale sur [𝑡0, ∞[ est définie par ∫∞

𝑡0
−𝑡𝐼′(𝑡)d𝑡 = lim𝑡𝑓→∞ ∫𝑡𝑓

𝑡0
−𝑡𝐼′(𝑡)d𝑡.

Calculer 𝜏 en fonction de 𝑟 et 𝑑.
solution : Soit 𝑡𝑓 ∈ 𝑅+. On calcule :

1
𝐼(0)

∫
𝑡𝑓

𝑡0

−𝑡𝐼 ′(𝑡)d𝑡 = ∫
𝑡𝑓

𝑡0

𝑡(𝑑 + 𝑟) e−(𝑑+𝑟)𝑡 d𝑡

= [−𝑡 e−(𝑑+𝑟)𝑡]
𝑡𝑓

0
+ ∫

𝑡𝑓

𝑡0

e−(𝑑+𝑟)𝑡 d𝑡

=𝑡𝑓 e−(𝑑+𝑟)𝑡𝑓 + [− 1
𝑑 + 𝑟

e−(𝑑+𝑟)𝑡]
𝑡𝑓

0

⟶
𝑡𝑓→∞

1
𝑟 + 𝑑
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Ainsi, 𝜏 = 1
𝑟+𝑑 .

5. Finalement, exprimer 𝑟 et 𝑑 en fonction de 𝑚 et 𝜏. Définir 𝜏 et 𝑚 en variables globales à partir des données que
vous aurez trouvées, dans la presse où sur internet. Définir alors 𝑟 et 𝑑 en variables globales également.
solution : On déduit des deux formules précédentes que 𝑑 = 𝑚

𝜏 et 𝑟 = 1
𝜏 − 𝑑.

4.2 Taux de transmission (c)
Le fichier time_series_19-covid-Confirmed.csv contient le nombre de personnes détectée positives au COVID-19

chaque jour depuis le 22 janvier 2020 dans chaque pays du monde. Il y a une entrée par jour.
Dans le fichier bib_épidémie.py,
• La fonction extrait_données récupère les données de la France. Les paramètres début et fin permettent de

sélectionner une période. Ils sont mesurés en nombre de jours à partir du début des mesures, soit du 22 javier
2020.

• La fonction dessins_données_passé affiche le graphe issu de ces données, dans un repère classique d’abord puis
semilog. En pratique, le deuxième graphe affiché est celui de ln(𝐼(𝑡)) en fonction de 𝑡.

1. Au vu de l’allure générale des graphes, est-ce que les calculs de la partie 2 sont confirmés ?
2. Pour une période située dans la première phase de l’épidémie, le deuxième graphe est supposé être une droite ;

donner l’équation théorique de cette droite. On prendra 𝑡0 = 0.
solution : En prenant 𝑡0 = 0, on a pour tout 𝑡 au début de l’épidémie, 𝐼(𝑡) = 𝐼(0) e𝜆𝑡, donc ln(𝐼(𝑡)) = ln(𝐼(0)) + 𝜆𝑡. Ainsi
le deuxième graphe a pour équation 𝑦 = ln(𝐼(0)) + 𝜆𝑡. Ordonnée à l’origine ln(𝐼(0)) et coefficient directeur 𝜆.

3. La fonction polyfit de numpy permet d’effectuer une régression linéaire. Si on lui fournit tx le tableau des
abscisses et ty le tableau des ordonnées d’un ensemble de points, et qu’on lui précise qu’on veut une regression de
degré 1 en tapant np.polyfit(tx,ty,1), elle renvoie un couple (𝑎, 𝑏) tel que la droite d’équation 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 est la
droite passant au plus près de ces points.
Utiliser np.polyfit pour trouver 𝐼(0) ainsi que la constante 𝜆 telle que au début de l’épidémie, 𝐼(𝑡) = 𝐼(0) e𝜆𝑡.
solution :

1 def calcule_lambda_et_ln_I0(début, fin, chemin=chemin_confirmés):
2 premièreLigne , d = extrait_donnée(début, fin, chemin=chemin)
3 return np.polyfit(range(len(d)), np.log(np.array(d)/7e7), 1)
4 lambda_exp , ln_I0= calcule_lambda_et_ln_I0(déb_pour_c_confinement , fin_pour_c_confinement

↪ )
5 c_con = lambda_exp + d_estimé + r_estimé # la constante c en temps de confinement
6 I0=np.exp(ln_I0)

4. En déduire la valeur de 𝑐.

4.3 Conclusion
Tracer l’évolution de l’épidémie avec ces valeurs des paramètres.

5 Variantes
Notons 𝐼𝑐 la proportion maximale de population infectée avant que les hopitaux ne soient débordés. Mettons que le

taux de mortalité est mutiplié par deux lorsque 𝐼(𝑡) > 𝐼𝑐.
Soit 𝑡𝑓𝑐 l’instant de fin de confinement. Mettons que 𝑐 est mutiplié par deux après 𝑡𝑓𝑐.

1. Écrire une nouvelle variante de votre modélisation pour prendre en compte ces données.
2. Déterminer 𝑡𝑓𝑐 pour que le nombre de morts au final soit le plus petit possible.
3. Déterminer 𝑡𝑐 minimal pour que pour tout 𝑡 > 𝑡𝑐, 𝐼(𝑡) 6 𝐼𝑐.

6 Plus de maths
1. Retrouver l’énoncé précis du théorème de Cauchy-Lipschitz. J’ai notament besoin d’une hypothèse plus faible que

« lipschitzienne».
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2. Montrer que 𝐼 ne s’annule pas. Indication : Cauchy-Lipschitz

solution : Supposons qu’il existe 𝑡1 tel que 𝐼(𝑡1) = 0. Soit 𝑓 la fonction telle que pour tout 𝑡 ∈ ℝ+, (𝑆, 𝐼, 𝑅, 𝐷)′(𝑡) =
𝑓 (𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡), 𝐷(𝑡)). Soit 𝐽 = [𝑡1 − 1, 𝑡1 + 1]. Soit 𝐾 = 𝑆(𝐽) × 𝐼(𝐽) × 𝑅(𝐽) × 𝐷(𝐽). C’est un compact, donc 𝑓 est
lipschitziennesur 𝐾 et le théorème de Cauchy-Lipschitz s’applique. (version simple : 𝑓 est localement 𝑙𝑖𝑝𝑠𝑐ℎ𝑖𝑡𝑧𝑖𝑒𝑛𝑛𝑒)
Donc il existe une unique solution sur 𝐽 au système 1 avec la condition initiale (𝑆, 𝐼, 𝑅, 𝐷)(𝑡1) = (𝑆(𝑡1), 0, 𝑅(𝑡1), 𝐷(𝑡1)).
Mais la solution constante étant une solution, on donc ∀𝑡 ∈ 𝐽, (𝑆, 𝐼, 𝑅, 𝐷)(𝑡) = (𝑆(𝑡1), 0, 𝑅(𝑡1), 𝐷(𝑡1)).
Au final par récurrence on obtient que 𝐼 est constante nulle ce qui contredit l’hypothèse initiale.

3. Montrer que 𝑠 ne s’annule pas.
solution : Comme avant : supposons qu’il existe 𝑡1 tel que 𝑆(𝑡1) = 0. On constate alors que le quadruplet 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑒0𝑡 ↦ 𝐼(𝑡1) e−(𝑑+𝑟)(𝑡−𝑡1) 𝑡 ↦ 𝑟𝐼(𝑡1)

−(𝑑+𝑟) e−(𝑑+𝑟)(𝑡−𝑡1) +𝑅(𝑡1) + 𝑟𝐼(𝑡1)
𝑑+𝑟 𝑡 ↦ 𝑑𝐼(𝑡1)

−(𝑑+𝑟) e−(𝑑+𝑟)(𝑡−𝑡1) +𝐷(𝑡1) + 𝑑𝐼(𝑡1)
𝑑+𝑟

est une solution du système 1, avec les condition initiales (𝑆(𝑡1), 𝐼(𝑡1), 𝑅(𝑡1), 𝐷(𝑡1)) en 𝑡1. Par unicité dans Cauchy-Lipschitz
ce quadruplet est (𝑆, 𝐼, 𝑅, 𝐷). Ce qui mène 𝑆(𝑡0) = 0, absurde.

4. Montrer l’existence de limites en ∞ pour 𝑆, 𝐼, 𝑅, et 𝐷.
solution :

• Déjà par le théorème des valeurs intermédiares, 𝐼 et 𝑆 sont toujours strictement positives.
• Donc 𝑅 et 𝐷 sont croissants. Donc elles sont positives, puisque 𝑅(𝑡0) > 0 et 𝐷(𝑡0) > 0.
• Pour tout 𝑡 ∈ ℝ+, on a donc 𝑆(𝑡)+𝐼(𝑡)+𝑅(𝑡)+𝐷(𝑡) = 1 et ces quatre nombres sont positifs. Donc (𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡), 𝐷(𝑡)) ∈

[0, 1]4.
• 𝑅 et 𝐷 sont décroissante et minorées donc convergent.
• 𝑆 est décroissante et minorée donc converge.
• Enfin, 𝐼 = 1 − 𝑆 − 𝑅 − 𝐷 donc converge.

5. Montrer que 𝐼 converge vers 0.
solution : Sinon, 𝐷′ est minorée par une constante strictement positive (prendre lim∞ 𝐼

2 ) donc 𝐷 tend vers ∞, absurde.

6. Théorème du seuil épidémique
Notons que l’équation donnant 𝐼′ peut se réécrire ainsi :

∀𝑡 ∈ ℝ+, 𝐼 ′(𝑡) = 𝐼(𝑡) (𝑐𝑆(𝑡) − (𝑑 + 𝑟))

De sorte que 𝐼′(𝑡) > 0 ⇔ 𝑐𝑆(𝑡)
𝑑+𝑟 > 1.

Le nombre 𝑐𝑆(𝑡)
𝑑+𝑟 est appelé le «taux de contagion à l’instant 𝑡 ».

(a) Soit 𝑡1 tel que le taux de contagion à l’instant 𝑡1 soit 6 1. Montrer que 𝐼 décroit à partir de 𝑡1.
solution : Comme 𝑆 décroît, le taux de contagion fait de même, il va donc rester inférieur à 1, et 𝐼 ′ va rester négatif.

(b) Supposons le taux de contagion à l’instant 𝑡0 strictement supérieur à 1. Montrer qu’il existe 𝑡𝑝 ∈ [𝑡0, ∞[ tel
que 𝐼 est croissante sur [𝑡0, 𝑡𝑝] puis décroissante sur [𝑡𝑝, ∞[.

solution : Il est impossible que ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞[, 𝐼 ′(𝑡) > 0 car 𝐼(𝑡0) > 0 et 𝐼 converge vers 0.

Il existe donc 𝑡1 tel que 𝐼 ′(𝑡1) 6 0. Prenons 𝑡𝑝 = inf {𝑡 ∈ [𝑡0, ∞[ ∣ 𝐼 ′(𝑡) 6 0} (ensemble non vide et minoré). l’ensemble
dont on prend la borne inférieure est fermé car 𝐼 est 𝒞1, donc cet inf es un min. Ainsi 𝐼 ′(𝑡𝑝) 6 0.
On déduit que le taux de contagion à l’instant 𝑡𝑝 est 6 1. Alors la question précédente, 𝐼 décroît à partir de 𝑡𝑝.
Et par définition d’une borne inférieure, 𝐼 est croissante avant 𝑡𝑝.

En particulier, dans une sitation où ce modèle est valide (notamment il a bien marché pour la variole), si on connaît
les paramètres 𝑐, 𝑟, et 𝑑, on peut calculer la proportion de population à vacciner pour éviter le pic épidémique.
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