Théoeme de Morley

Le but de ce probleme est de prouver le théoréme suivant :
Théoreme 1. Les points d’intersections des trisectrices d’un triangte aplati forment un triangle équilatéral.

(Les trisectrices sont les droites qui partagent les amyldgangle en trois angles égaux.)

Remarque: Ce théoreme a été découvert par Frank Matey 898, soit étonnamment tard pour un résultat d’émonc’
aussi simple. On peut supposer qu’une raison est I'impdasite tracer les trisectrice d’un triangle a la régleé au compas.

Soit doncABCun triangle non aplati. Nous supposakBC direct (sinonAC Bserait direct, il stfirait de refaire la preuve
en échangear etC). Donc la mesure principale de chacun des ang@@), (@, g&) et (CT& C_é) est dans l'intervalle
0, n[.

] C[)n noterag, b, cles sommets du petit triangle comme sur la figure (atterdtilancalligraphie, bien faire la fierence entre
c etC), a la mesure principale dé_é, K():), B celle de B? 55) ety celle de (7&,6_6) Ainsi, (ATE5 A?) a pour mesured
(B_C), g&) a pour mesurefBet (C_A Cﬁ) a pour mesureid De plus, les nombres 8,y sont dans l'intervalle ]Dg[. Onrappelle
enfin que la somme des mesure principales des angles d’'ogl&jaris dans le sens direct, vauDonc ici, 3r+ 38+ 3y = 7.

Le but du probleme est de prouver calecest équilatéral direct. On propose une preuve utilisssmhlbombres complexes
découverte par Alain Connes en 1998.
On fixe dans tout le probléme un repére orthonormé dif@gdt {).

1 Rotations

1) (cours) Soifr un point, d'dfixe z-. Soitd € R. Soitr la rotation de centr& d’angle de mesure.
a) Quelle est la formule donnant pour tout pdifite  d’affixe z, I'affixe der(M) ? On ne demande pas de preuve ici.
b) Montrer qu'il existeq € C tel que pour touM € P d’affixe z, I'affixe der(M) esté?.z+ q.

2) Soitd € R\ 2nZ. Soitb € C. Soit s la similitude directe telle que pour tout poikt € # d'affixe z, I'affixe des(M) est
€.z +h.
a) Démontrer qus admet un unique point fixe, qu’on notdfaet préciser I'ixe de celui-ci.
b) Démontrer que est alors la rotation de centFeet d’angle de mesurm@

3) Soit ¢1,62) € R?, soientr; etr, deux rotations d’angles de mesure respectiyet 6,.
Montrer que :
() si 1 + 6, € 27Z, alorsry o ry est une translation.
(i) Sinon,ry or, est une rotation d’angle de mesuke+ 6,.

Remarquell existe une transformation du plan qui est a la fois unatioh et une translation : c’estgd



2 Symétries

Définition 2. SoitD une droite. Pour tout Me P, on note (M) le point du plan vérifiant :
(i) la droite (Msp(M)) est orthogonale &D.
(i) d(M, D) = d(sp(M), D)
(On admet gu'il existe un unique point vérifiant ces deuwdamms)
La fonction g, : # — P ainsi définie s'appelle la symétrie orthogonale par rag@oD.
1) (cours) Soiend, b deux vecteurs dfiixes respectivesetz. Rappeler la formule donnaditb en fonction dezetz.
2) Soitd € R. Donner I'dfixe des vecteurg(d) et v(6).

3) SoitD une droite. SoifA € D et soitd € R tel qued(d) est un vecteur directeur d8. Le but est de trouver I'expression
complexe de la symétriy.

a) SoitM € P d'affixe z. Montrer que la distance dd a D vaut :

d(M, D) =

Re(—ie’ie.(z— Z,Q)|
b) SoitM e # d'affixe z. Vérifier que I'dfixe desp(M) est :
e (Z=Zn) + za

¢) Quevauly o sp?
4) SoientD; et D, deux droites non paralléles. Soietet d des vecteurs directeurs d@; et D,. Soitd une mesure de

'angle (@i, ). Vérifier ques, o s; est une rotation de centre le point d’intersection de ces deoites et d’angle de
mesure 2.

On pourra introduiredy, ¢,) € R? tels qued = ¢, — ¢1, &1 Soit colinéaire i(¢1), etd, soit colinéaire Ai(¢y).

3 Reésultats simples

On noterg] = exp(2|—37r).

1) (cours) Que valent j + j°etj3?

2) SoientM, N, O trois points, d’dfixes respectiveay, zy, Zo. Montrer queMNO est un triangle équilatéral direct si et seule-
ment sizy + jzn + %20 = 0.
Indication: partir du fait queMNO est équilatéral direct si et seulemenEsest I'image deN par la rotation de centrigl
et d'angle de mesure/3.

3) Montrer que? @5+ = j,

4 Les sommets du petit triangle vus comme points fixes de rotains

On notepa, ps etpc les rotations respectivement de cerfrd®, C et d’angle de mesure228, 2y.
Si M etN sont deux points distincts, on notergun) la symétrie d’axelN).

1) Reconnaitre les similitudes directeg) o oag) eto g © o(Bg)-
2) Prouver quea o pp est la rotation de centieet d’angle de mesuren2+ 28.
Décrire de mémec o pa etpg o pc.

3) Montrer quq)i est la rotation de centrA et d’angle de mesurea6 En déduire qug;i = 0(aQ © o(ap. Donner sans
justification une écriture analogue poijretp?.
Remarquep3 signifiepa o pa o pa.

4) Montrer queps o p3 o p2 = Idp.



5 Calculs complexes

On conserve les notations de la partie précédente. Néarssainaintenant calculer I'écriture complexe defétentes
rotations définies a la partie précédente, et déduiraid quepi opg opg = Ildp I'égalité prouvant quabcest équilatéral.

On noteraza, 74, 78, Z, Zc, Z les dfixes respectives d& a, B, b, C, c. ‘
D’apres 1.1, il existga € C tel que pour tout poinM e P d'affixe z, I'affixe depa(2) Soite?®.z + ga. On fixe un telga
dans toute la suite. On fixg et qc de maniere analogue.

1) SoitM € ® d'affixez. Montrer que |'dfixe depi(M) est:
€97 2+ ga.(1 + €29 + &¥7)
2) SoitM € P d'affixe z, montrer que I'iixe dep3 o p3 o p2(M) est :
z + 9P go1+ e + ) + 9.gp.(1 + € + ) + ga.(1 + € + 47)

On pourra utiliser sans justification les formules analesgueelle obtenue ci-dessus ppgretpé.
3) En utilisant la partie précédente, déduire que :
20 ge(1 + €7 + €47 + e gp. (1 + P + %) + 207D ga.(1+ €8 + €¥9) = 0
4) Montrer que : ' '
_ € (e?(g + Oa)
I
On admettra que de méme : ' ‘ ' ‘
_ 2P (e?.qa + qc) ot _ @ (e®.qc + gp)
T 2T e
Indication: Soit M un point quelconque dffixe z. Calculer I'dfixe depa o pg(M) de deux manieres fiierentes. Utiliser la
guestion 2 de la partie précédente.

5) Finalement, montrer quabcest un triangle équilatéral. On pourra montrer gue j.z, + j2.z. = 0.
Indication: Quelques suggestions pour éviter de se perdre dans ledscabn peut procéder par équivalences pour montrer
que l'égalitéz, + j.z, + j2.z. = 0 équivaut a I'égalité prouvée en 3. On pourra mulkéippar la bonne quantité pour éliminer
les fractions. On pourra calculer separément leshimients dega, gs etdc : trois petits calculs sont plus simples a réussir
gu’un gros. Enfin, pour chacun de ces calculs, commencer ptiraven facteur ce qu’on peut.

6 17 autres trianglesequilatéraux

En analysant la partie précédente, on constate que nausns utilisé que deux hypothéseﬁf\:o pg o pg = Idp et
. . . 2n
e?@h+y) = j (autrement dit 2¢ + B + ) € 3+ 217Z.

Si 25+ valait j2, on aurait obtenu que, + j°z, + jz. = 0, autrement diatbcaurait &té équilatéral indirect, c’est le cas
gu’on aurait obtenu si au dépaxBC était un triangle indirect.
En fait, les calculs de la partie précédente prouvaient :

Proposition 3. Soiento, p2, p3 trois rotations, d’angles de mesures respecti#gs., 3. On suppose :
i ou ﬂ[27r]
3 3
(i) p3op3opi=Ildp
(i) 1 0 p2,p2 © p3,p3 0 p1 NE sont pas des translations (ou autrement dit ce sont dasons)
Alors les centres des trois rotatiops o p», p2 o p3, p3 © p1 forment un triangle équilatéral.

(I) 01+ 6, +63 =

. . 2n
1) Soienfpa la rotation de centré et d'angle & + 3

Montrer quepa, ps, etpc satisfont aux hypothéses de la proposition. Expliquerroemt construire le triangle équilatéral
obtenu.
Indication: Utiliser la partie sur les symétries, pour décrire le ceniega o pg comme l'intersection de deux droites.
2) En modifiant sur le méme principg, pg €f/oupc, montrer I'existence de 17 autres triangles équilaterau
RemarquekEn fait, ces autres triangles équilatéraux corresporaexintersections des trisectrices "extérieures” du tri
angle.



7 Bonus : trisectrices

SoientD; et D, deux droites non paralléles. Sditleur point d’intersection. Soit € R**, etC le cercle de centré
et de rayorr. Soit P un des deux points d’intersection deet D,. Soit A la droite passant pd? et telle que le deuxieme
point d’intersection dé\ avecC soit a distance de P. On noteraQ ce deuxieme point d’intersection. Enfin, sBite point
d’intersection de\ avecD;.

Faire une figure. Montrer que I'angle enfdg et D, est trois fois celui entr®; etA.

Expliquer comment tracer la trisectrice de deux droitespemalléles a I'aide d’'un compas et d’'une regle sur lalgussint
placés deux points a une certaine distanicen de I'autre.

(C’est par contre impossible de tracer une trisectrice #isarit seulement un compas et une regle non graduée.)



Correction : teoeme de Morley

1 Rotations

1) a) Laffixe der(M) esté’.(z— z) + z

b) on développe€’.(z— z) + z= = €%.z+ z.(1 - €°). Il suffit de choisirg = z-.(1 — €9).
2) a) SoitM € P, soitzl'affixe deM. Alors :

M est un pointfixe ds © sM)=M & €z+b=z  z= %
(1- €7 # 0 card ¢ 2n7Z).

Ainsi, il y a une et une seule solution, dosadmet un unigue point fixe : c’est le point ¢iae

1-¢f’
b) Notonsr la rotation de centr& et d’angle de mesum@ SoitM € P d’'affixe z. L'image deM parr est le point d'#ixe
; b b
el (z- . — .
@@t 1T=e
Or:

i b b i eb+b |
0 _ Alf _ e
e'.(Z—l_em)+m—e'.Z—W—e'.Z—b
Ainsi, r(M) = s(M). Ceci vaut quel que soll € P, doncs est égal a cette rotation.
3) SoientF; etF, des centres dg etr,, soitz I'affixe deF; etz I'affixe deF.

(i) Supposong; + 6, € 2nZ (donce®*%) = 1). SoitM € P d’affixe z. Calculons I'dfixe der; o ro(M).
Le pointry(M) a pour dfixe €%.(z— ) + z,. Doncry o ry(M) a pour dfixe :

g, ((e"’z.(z— ) +2) - zl) +z21=€"% 22+ " (m-n)+=2-+" (B-27)+

On constate que o ro(M) est I'image deM par la translation de vecteur dfixe €%.(z — 7).
(i) Supposon®, + 6, ¢ 2nZ. Soit encoreM € P d’'affixez. Le calcul précédent donne queffige der; o r,(2) vaut :

dhti2 7 2. d"% 4 d (2, - 7)) + 2

D’apres la question précédente (utilisee aech; + heta ¢ 27Z etb = —2,.€%+% + % (2, — 21) + ), r1 o 15 est
une rotation d'anglé; + 6.

2 Symétries
1. b = ®e(zZ).
2. Onrappelle qué(¥) a pour coordonnées cartéesiennes @os{n()). Son dfixe est donc cosj +i sin() ou encore’,
De méme, I'dfixe dev(6) esti.€’.

3. a) Le vecteur(d) est normal #). La formule du cours donne donc :

o)A |5 (€2 20)

T T 1 =[x (&2~ 20)

b) Notonsz = €?9.(z= za) + za et M’ le point d’dfixe Z. Nous voulons prouver qud’ = sp(M), il faut donc vérifier
les deux conditions de la définition.

(i) Montrons queM M’.@ = 0. On calcule le produit scalaire :

MM’ .0(6) =% (z-z€¢") = ﬂ(e(ezw.(ﬁ) + 70— zei")



